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NOTACAO

x, v e M representam escalares, vetores e matrizes deter-
ministicas, respectivamente. X e X representam varidveis
aleatdrias e vetores aleatdrios, respectivamente. A unidade
imagindria é denotada j = /—1. O conjugado complexo
de z é denotado z*. A fungéo indicadora 1 4(x) vale 1 se
z € A e0sex ¢ A A abreviagio sse significa “se, e
somente se”.

1. ALGEBRA LINEAR E MATRIZES

A. Algebra Linear

Definicao 1.1. Um espaco vetorial é formado por:

e um corpo F (e.g., R ou C);

« um conjunto V de objetos chamados vetores;

e uma operacio soma, que associa u,v € )V ao vetor
u + v, satisfazendo, para todos u,v,w € V:

) u+v=v+u;

2) (u+v)+w=u+ (v+w),
3) A0 eVtqgu+0=u;

4 YueV,vwtqut+v=0,;

e uma operagdo produto, que associaa € Feu € V ao
vetor au, satisfazendo, para todos o, 3 € F e u,v €
V:

1) lu=u;

2) (af)u = a(fu);

3) alu+v) =aou+ av;
4) (a+ Bu = au + Pu.

Sdo exemplos o espaco euclideano R™, o espago C™,
o espago C%([a, b]) das fungdes continuas complexas f :
[a,b] — C.

Definicao 1.2. Seja V um espago vetorial sobre C. Um
produto interno é uma operagéo (-,-) : V x V — C, que
associa (u,v) — (u,v), satisfazendo:

D (u+v,w) = (u,w) + (v,w);

2) {ou,v) = a(u,v);

3) (u,v) = (u,v)";

4) (u,u) > 0, com igualdade sse u = 0.

Um espago vetorial munido de um produto interno é
dito espaco com produto interno.

Proposicao 1.1. Valem as propriedades adicionais:

1)) <U,’U +u’> = <U,’U> + (u,'w>;
2) (u,aw) = a*(u,v).

Concretamente, interessam-nos interno

candnico do espago C”,

(w,v) = uv;, (1)
i=1

o produto

e o produto interno do espago de fungdes C°([a, b)),

b
(f.9) = / FOlo0)]" ar. @

Um produto interno induz uma norma ||[u|| ==
para os vetores u € V do espaco vetorial.

(u,u)

Teorema 1.1. Seja V espaco com produto interno, u,v €
Ve ae€C. Valem:

1) |ju|| >0, com igualdade sse ||u| =0;

2) lJoul| = |af[lul;

3) [(u,v)| < |lu|l|lv| (Cauchy-Schwarz);

4) |ju+v| < ||ul| + ||v| (desigualdade triangular);

5) |l +vl* = Jlull® + [[v]|* + 2R{(u, v)},

6) |lu+v?+[lu—v[* = 2(|ul]® + [lv]*).

Definicao 1.3. Seja V espago com produto interno. Di-
zemos que dois vetores uw,v € )V sdo ortogonais se
(u,v) =0.

Definicao 1.4. Uma base B do espago vetorial V ¢
um subconjunto de vetores B C V tais que eles sdo
linearmente independentes e geram o espaco V.

Se B = {b1,...,b,} é uma base do espago vetorial
V de dimensdo finita, entdo qualquer vetor u € V pode
ser escrito de forma Unica como u = Z?zl a;b; (ie., os
coeficientes «; sd0 UGnicos).

Defini¢io 1.5. Uma base B = {b1,...,b,} para o espago
vetorial V € dita ortonormal se satisfaz (b;,b;) = 0, se
i#7j,e (b,bj) =1,sei=j.

O procedimento de ortonormalizagcdo de Gram-Schmidt
permite encontrar uma base ortonormal B = {b,...,b,}
de V, dado um conjunto de vetores linearmente indepen-

dentes u1,...,u, € V:
e comece com by = uy/||uyl];
e parai=2,...,n, faca:
i—1 v,
v, = Uu; — Z(ul,bﬁbj € bi = H’U:H

j=1

B. Matrizes

A matriz adjunta ou transposto hermitiano de uma
. . . *
matriz H é a matriz Hf := (HT) .
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Defini¢ao 1.6. Uma matriz U € C™*"™ é dita unitdria se
UTU = I. Se, além disso, ela tem entradas reais, entéio é
dita ortogonal.

Teorema 1.2. Seja U € C™**™. Sdo equivalentes:
o U é unitdria;
o U é nao-singular e Ut = U~1;
. UUT = I,'
o UT & unitdria;
e as colunas de U formam conjunto ortonormal;
e as linhas de U formam conjunto ortonormal;
o para todo x € C", definay = Uzx; entdo y'y = z'x.

Teorema 1.3. Qualquer matriz quadrada A pode ser
escrita como A = URUT, em que U ¢é unitdria e R é trian-
gular superior, cujas entradas diagonais sdo autovalores
de A.

Definicao 1.7. Uma matriz H € C"*™ & dita hermitiana se
H = HT, e anti-hermitiana se H = —HT. Se H é hermitiana
(resp., anti-hermitiana) e tem entradas reais, entdo € dita
simétrica (resp., antissimétrica).

Teorema 1.4. Uma matriz hermitiana H € C™"*" pode
ser escrita como

H = UAUT = ZAuuT (3)
i=1

em que U é unitdria e N = diag(A1, ..., \,) € composta
pelos autovalores \; de H. Ademais, os autovalores sdo
reais e a i-ésima coluna de U, u;, é um autovetor associ-
ado a ;.

Definicao 1.8. Uma matriz hermitiana H € C"*™ ¢ dita
definida positiva (resp., semi-definida positiva) se

u'Hu > 0 (resp., ulHu > 0)

para todo u € C”, com u # 0.

Os autovalores de uma matriz definida positiva (resp.,
semi-definida positiva) sdo positivos (resp., ndo-negativos).

Pela decomposicdo em valores singulares (SVD), qual-
quer matriz A € C"™*" pode ser escrita na forma A =
UDVT, onde U € C™*™ ¢ V € C"*" sio matrizes
unitarias e D € R™*™ é uma matriz diagonal, com
entradas ndo negativas.

2. ANALISE DE SINAIS

Estamos interessados nos sinais g : R — C com energia
ﬁniteﬂ A transformada de Fourier gy de uma funcio g :
R — C ¢ dada por

gf(f) - /OO g(t)e—j27rft dt (4)

—00

e a transformada inversa de gr : R — C é

g(t) = [ h gF(f)e? It df. Q)

1A rigor, nas fungdes Lo, i.e., Lebesgue-mensurdveis e com integral
(de Lebesgue) [ [g(t)|? dt < oo. A integral de Lebesgue ¢ uma
generalizagdo da integral de Riemann.

Teorema 2.1 (Parseval). Sejam f(t) e g(t) duas funcdes
com energia finita e fr(f) e gr(f) suas respectivas
transformadas de Fourier. Entdo

(1), 90) = {f7(), 97 (£) e IFOI = IF#(NI*.

Tabela I
TRANSFORMADA DE FOURIER DE ALGUMAS FUN(;GES.
@) f=(f)
67a|t| 2a
a?+(2nf)?
—at 1
e t>0 aEieT
e—‘rrt2 6—7'rf2
1_q,q(t) 2a sinc(2af)

sinc(z) = sin(wx)/mx

M{-a<x<a) dsine(%)

b

Figura 1. O truque para calcular a transformada de Fourier da funcdo
retdngulo consiste em igualar as dreas do retdngulo, 2ab, com a do seno
cardinal, cd (drea do tridngulo inscrito no maior lobo).

A série de Fourier de uma funcdo f : R — C, de
periodo fundamental 7', pode escrita

fla) =Y A>T, 6)
€L

com coeficientes

1 /772 o
A; = —/ f(x)e 32mai/T qg. 7
T ) 12
Trata-se da representacdo do sinal fundamental
f:[=Z,Z] = C na base ortogonal {¢;(z)}cz, com

¢i(z) = ej2”i/T]l[7%%](x).
Note que T'A; = (f, &:).

3. PROBABILIDADE E ESTATISTICA
A. Varidveis aleatorias reais

Um espago de probabilidade (0, F,P) é formado
pelo espaco amostral 0 (conjunto de todos resultados
possiveis), pelo conjunto de eventos F (subconjuntos de {2
aos quais uma probabilidade é associada), e pela medida
de probabilidade P.

Uma medida de probabilidade ¢é uma funcdo
P:F—[0,1] tal que P®) = 0, P() = 1 e
P(A; U As) = P(Ay) + P(Ay), para Ay, Ay eventos
disjuntos.

Definicao 3.1. Uma varidvel aleatoria (v.a.) real X so-
bre o espaco de probabilidade (2, F,P) é uma fungéo
X:Q—R tal que {w € Q Xw) < =z} €
F, Vo € R. A funcdo distribuicdo acumulada é dada
por Fx(z) = P{w: X(w) < z}).

No caso de uma v.a. discreta, a funcdo massa de
probabilidade indica P(z) = P({X = z}). No caso
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continuo, a funcdo densidade de probabilidade é defi-
nida f(z) := Fi(z) e permite calcular a probabilidade
P({a< X <b}) = [, f(2) dz.

A esperanca matemdtica de uma v.a. discreta
¢ E[X]=)>,x;P(z;), e de uma va. continua
¢ E[X]:= [axf(z)dx. A varidncia é dada por

Var(X) = E[(X — E[X])?] = E[X?] - (E[X])".

Exemplo 3.1 (V.a. gaussiana). Uma v.a. gaussiana X ~
N (1, 0%) de média p e variancia o2 tem fungio densidade
de probabilidade (pdf) dada por

! exp (W> . ®)

Ix (x) - W 202

Um vetor aleatério n-dimensional sobre o espago de
probabilidade (2, F, P) é uma funcdo X : 2 — R", tal
que cada componente é uma v.a. sobre (€2, 7, P). Pode ser
visto como uma cole¢do de n vas: X = (X1,...,X,).
A pdf do vetor aleatério é a pdf conjunta de X, ..., X,.
A esperanca é E[X| = (E[X4],...,E[X,]) e a matriz de
covaridncia é Kx = E[(X —E[X])(X —E[X])"].

Exemplo 3.2 (Vetor aleatério gaussiano). Um vetor
aleatério X = (Xi,...,X,) formado por compo-
nentes gaussianas independentes e identicamente dis-
tribuidas (i.i.d.) X; ~ N(0,0?) tem pdf

1 z'x
(2mo2)"/? P <_ 202 ) ' ®

Em geral, se X ~ N (p,Kx) é um vetor gaussiano com
média p e matriz de covariancia (ndo-singular) Kx, sua
pdf é

fx(z) =

fx(z) =

o) K ) )

1
S detky Y <_2
(10)

Exemplo 3.3 (Mudanca de varidvel). Seja X uma v.a. de
pdf fx e Y := g(X) uma v.a. definida pela funcéo bijetiva
e diferencidvel g : R — R. A pdf fy de Y é dada por

_ Jx(2)
lg'(@)]”

com z := g~ 1(y). No caso geral, de vetores aleatérios X
eY = g(X), com g : R” — R" bijetiva e diferencidvel,

temos
fx ()

fr () 1)

fr(y) =

= TaetJ(@)| (12)

com J(z) = {8‘”} 7:

o matriz jacobiana.
Tj

(i,9)

B. Processos estocdsticos

Definicao 3.2. Um processo estocdstico € uma cole¢do
de varidveis aleatérias sobre o espaco de probabilidade
(Q, F, P), indexadas por um conjunto de instantes 7.
Se T' = Z, o processo é dito a tempo discreto, como
{X[i]:i€Z}; se T = R, o processo é dito a tempo
continuo, como {X(t) : t € R}.

A distribuicdo temporal (de ordem k) de um processo
estocdstico X; = X(t) é dada por

Fth ..... th(xlv"ka) = P(Xt1 lea"thk Sxk)
(13)
Para um processo X (t), definimos a média
mx (t) = E[X¢], (14)
a (auto-)correlagdo

Rx(s,t) == E[X,X[], (15)

e a (auto-)covaridancia

Kx(s,1) = E[(X, — E[X.])(X; — E[X{])"]

= Rx(s,t) — mx(s)m%x(t). (16)

Um processo estocastico € dito estacionario em sentido
lato (wide-sense stationary — WSS) se sua média mx (t)
é constante e sua auto-correlagio Ry (s,t) sé depende de
T = s —t; escrevemos Rx(7) := Rx(t + 7,1).

A densidade espectral de poténcia (PSD) Sx (f) de um
processo X (t), de média nula e WSS, é a transformada
de Fourier da sua auto-covaridncia Kx(7), i.e.,

(oo}
Sx(f) = / Kx (t)e 327/t 4t (17)
— 00

A poténcia do sinal confinada em uma banda [f1, fo]

pode ser determinada integrando sua PSD Sx(f).

C. Varidveis aleatérias complexas

Definicdo 3.3. Uma v.a. complexa Z sobre (2, F,P) é
um objeto da forma Z = X +jY, em que X = R{Z} e
Y = 3{Z} sdo v.a.s reais sobre (2, F, P).

A distribui¢do de Z € dada pela distribui¢do conjunta
de (X,Y). Um vetor aleatério complexo n-dimensional
Z = (Z,...,Zy,) tem distribui¢do especificada pelo vetor
aleatério real 2n-dimensional (Xi,...,X,,Y1,...,Y5),
com Z; = X; +jY;, 1 <i<n.

Exemplo 3.4 (Caso gaussiano). Um vetor aleatério Z =
X + jY é gaussiano se X e Y sdo vetores aleatdrios
conjuntamente gaussianos.

Exemplo 3.5 (Caso gaussiano circular). Um caso de
especial interesse ocorre quando o vetor aleatério Z € C”
tem distribuicdo gaussiana com simetria circula Z ~
CN(0,Kz) de média nula e matriz de covariancia (ndo-
singular) Kz. Nesse caso, a pdf é dada por

fz(2) =

exp (—ZTK;z) . (18)

1
T det(Kz)
Se Z = X +jY for tal que X e Y sdo vetores reais
gaussianos independentes, cada um com componentes
iid. X;,Y; ~N(0, %), entdo a pdf de Z serd

1 e
L ta?

ﬂ-n

fz(z) = 19)
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2[sto é, para todo 6 € [0, 27], a distribui¢do de Z é a mesma de YL
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